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Résume

Ce travail est consacré a I'étude du flambement
thermique des plaques composites stratifiées minces
ayant des propriétés matérielles qui dépendent de la
température. Une Méthode Asymptotique Numérique a
été développée pour ce probléme et permet de déterminer
les températures critiques de ces structures. Cette
méthode est basée sur la méthode des éléments finis et la
méthode d’homotopie. Les températures critiques de
flambage et les modes associés des plaques
thermoplastiques et dont les parametres dépendent non-
linéairement de la température ont été déterminés.

Mots clefs : Méthode des éléments finis,homotopie,

matériaux composites, plaques
stratifiées,propriétésthermo-élastiques, flambage
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1. Introduction

Les structures composites stratifiées sont largement
utilisées dans les industries aérospatiale, marine et
automobile et ces structures sont souvent soumises a des
températures élevées. Ce type de chargement thermique
peut influence énormémentles propriétés thermo-
élastiques de ces structures et par conséquent leurs
caractéristiques de stabilité.

La plupart des recherches sur le flambement thermique
ont été consacrées a des structures minces, [1,2] dans
lesquelles les propriétés élastiques et thermiques sont
considérées indépendantes de la température. Cependant,
les propriétés élastiques et thermiques varient avec le
changement de la température. L'effet d’un matériau
dépendant de la température abaisse les températures
critiques du flambement et augmente les déformations
apres le flambement. Certaines études du flambage
thermique des composites laminés, en considérant un
matériaudépendant de la  températureont  été
présentéesdans [3-5].

Dans le présent travail, les propriétés
thermiques et élastiques dépendent non-linéairement de
la température.L’analyse du flambement thermique des
plaques composites soumises a une température

uniforme est étudiée en utilisant la méthode des éléments
finis. Les parametres des propriétés mécaniques ainsi que
la dépendance a la température du matériau des
structures composites seront discutés.Une méthodologie
mathématique et numérique pour le calcul des
températures critiques du flambage a été développée.

2. Formulation mathématique

Dans cette partie, on étudie le flambage des plaques
stratifiées (figure 1) en utilisant la méthode asymptotique
numérique et la technique de 1’homotopie[6,7]. Le
développement en série du déplacement et de la
température nous raméne a la résolution d’une série de
problémes linéaires.

Figure 1 : Géométrie d’une plaque rectangulaire laminée

2.1 Equation du mouvement

D’aprés la loi de Hooke généralisée, les relations
constitutives des plaques laminées prenant en compte
I’effet thermique peuvent étre écrites par les relations
suivantes :
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Avec [aij(T)] sont les coefficients de la matrice de

rigidité. oy, ayeto, sont les coefficients transformes de
la dilatation thermique et AT est la variation de la
température.

Aprés intégration dans 1’épaisseur, les efforts internes
généralisées sont données par :
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Dou: [N|_[A Bl[e'| [NT]|(3)
M[ |B D] |MT
avec : A, B and D sont respectivement les matrices de

rigidité de flexion, flexion-membrane et de membrane,
qui dépendent de la température et qui sont définies par :

[4; (T), By (T), Dy (T)] =
Zm =
2m fzm 1Qy (T(1,2,2%)dz(4)
L’effort et le moment thermique résultants sont définis
par :

(N} =2 [, Q(Ma(T)ATdz5-2)
M"}y = T [ Qy (D a(T)2AT dz(5b)

En utilisant la méthode des éléments finis, le probléme
de flambage thermique est écrit sous forme d’un
probléme de valeurs propres non-linaire, comme suit

[K. (T){U} = T[K, (D) ][{U}(6)

Avec [K(T)] and [Ky(T)] sont respectivement les
matrices de rigidité et géométrique. Il est a noter que ces
matrices peuvent dépendre non-linéairement de la
température T.
Pourun formalisme plus explicite les propriétés
matérielles de la structure dépendent linéairement de la
température:
E{(T) = E1o(1 +E1T), Ex(T)
= Ez(1 +ExT)
G12(T) = G120(1 + G121 D),y = 030(1 + 11 T)
ay = azo(1 +azT) @)
Le coefficient de Poisson v est considéréeindépendant de
la température.
Le probléeme de valeurs propres non-linéaire (6), peut
étre réécrit sous la forme suivante :

[Keol{U} = T.([Ky0] — [Kea1){U}
+ (T? [Kg01]{U}
+ 73 [Kgll]{U})
(®)
Une méthode numérique a été développée pour le calcul

des températures critiques ainsi que les modes propres
associées.

2.2 Résolution du probléme
Pour résoudre un probléme aux valeurs propres
dépendant de la température, on peut utiliser une
méthode d’homotopie et évaluer la branche de solutions
par la MAN [7]. Cette méthode consiste a introduire un
coefficient € dans le terme non linéaire du probléme (6) :
[KEO]{U} =
T.([Kgo] = [KaD){UY + &(T?[Kyo1 (U} + T3[Ky11 J{UD)
0<e<1
©)

Puis, on cherche le couple inconnu T et {U} sous forme
de série entiere du parametre €. La solution du probléme
(6) est alors obtenue, a partir de celle du probléme (9)
pour g = 1.

Partons d'une solution initiale connue (U, T0), on
suppose que la branche de solution est analytique au
voisinage de cette solution et T, est la valeur propre
obtenue par la résolution du probléme flambage
thermique [6,7]. Nous cherchons alors U(T) a l'aide d'une
représentation paramétrique (U(e), T(g)) sous forme de
séries entiéres par rapport a un parametre ‘g’ ;

T?=p=py+ep +&*p, ++"p,

I T =Ty + ey + €Ty + -+ &"T,
LT3 =c=cy+ec +&%c, ++ec,

(10)

U=Uy+ el +&2U, + -+ e"U,
En injectant les séries (10) dans I'équation (9) et en
identifiant suivant les puissances de ‘e’, on obtient la
séquence des problémes linéairessuivants :

Ordre0:
[Keol{Uo} = T. ([KgO] - [Kel]){UO}(lla)
Ordrel :
([Keo] - TO([KgO] - [Kel])){Ul}
= T1. ([Kyo] = [Ke1]) U} + (T¢  [Kyor]{Uo} +
s [Ky11]{Uo))(11b)
Ordre k>2 :

([KeO] —To([Kyo] - [Kel])) {Ui}

=T. ([Kgo] — [K.11){Uo}
k-1

+2, 7 ([Kgo] = [Kea)){Us—;}
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(11c) :
avec .
( Po = Toz
J py = 2TyT;
k—1

lpk =2T,T, + Z T,T,_; = 2T,Ty + Dy, fork > 2
i=1
(12a)
co=Tg
c; = 3T¢T,

cr = 3T¢Ty + DTy + X p Ty = 3TET, + Ay, for k = 2

(12b)

Pour résoudre ces problemes, on utilise la relaxation

suivante :

Ky, 'Up| (Upy _ (F2

[Ui 00]{1;}_{8} (13)
Avec [Kg] = ([KeO] - TO([KgO] - [Kel]))
et {Fl:ll} = Tk' ([Kgo] - [Kel]){UO} + Z}k:_11 ’I; ([KgO] -
[Kel]){uk—j} +

2120 1y [Kgor {Uk—j -1} +6[Kg11 [{Uh 1} Les
problémesEqgs. (11.b, ¢) ont la méme matrice. Ainsi, une
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seule inversion matricielle est nécessaire pour tous les
vecteurs U;. Cette approche méthodologique permet de
calculer les coefficients de la série de puissance T; et U; a
n'importe quel ordre requis. Sur la base de cette approche,
le cheminement d'équilibre thermique aprés le flambage
peut étre facilement ¢étudié pour des plaques de
différentes formes, différentes conditions aux limites et
différents modeles dépendants de la température.

3. Résultats numériques

Aprés avoir développé le formalisme mathématique du
flambage thermique en appliquant la MAN, nous nous
contentons de présenter quelques applications pour
valider la méthode proposée. Pour cette fin, nous
comparons nos résultats numériques avec ceux trouvés
dans la littérature [3].
Les températures critiques d’une plaque carrée
(a=b,a/h=100) stratifiée[-45°/45°]¢seront calculées en
utilisant I’élément DKT18 avec un maillage de 20x20.
Les propriétés mécaniques sont :
E10/E20:40, G120/E20:0,5, V12::O.25,(110:(120:10-6,
E11:-0.5X10_3, E21:G]_21:-0.2.10_3,
o1=0z1= 0.5. 107,
Les conditions aux limites considérées sont :
e Simplement appuyée (SS) : - u=v=w=0 dans tous les

bords.
e Encastrée (CC) : - u=v=w=0 et Ry=0 a x=0,a

- u=v=w=0 et Rx=0 & y=0,b.

Pour valider I'approche méthodologique actuelle pour le
flambement thermique des plaques, on considére une
plaque avec des propriétés dépendant de la température
T-D. Ce probléme a également été analysé par Chen [6]
en utilisant laméthode des éléments finis et en basant sur
le principe de l'énergie potentielle minimale.
Dans ce travail, les températures critiques du flambage
thermique des plaques avec différentes conditions aux
limites ont été obtenues par 1’analyse modale et par
I’homotopie. DT et IDT représentent respectivement les
modéles de constantes élastiques et de coefficients de
dilatation thermique dépendants et indépendants de la
température respectivement. Pour le modele IDT, les
constantes Olyg, Olog, E11, Eo1, Gio1, 0116t 0tp1 sont mises a
zéro. L'effet des propriétés dépendant de la température
sur le comportement thermique aprés le flambage des
plaques SS et CC est présenté dans le tableau 1. L'effet
des propriétés du matériau est démontré pour TD et IDT.

4- Conclusion

Nous avons mis au point un formalisme mathématique et
numérique utilisant la méthode asymptotique numérique
et la technique d’homotopie pour étudier le flambage
thermique des structures stratifiées dont les
caractéristiques peuvent dépondre non linéairement de la
température. Les développements mathématiques ont été
élaborées pour le flambage thermique et cela pour
différents types de plaques stratifiées a caractéristiques
dépendant fortement de la température. Ce travail sera
étendu a I’étude du comportement du post-flambage
thermo-élastique.

SS

Analyse MAN+ [3]
modale homotopie
ab| IDT DT IDT DT IDT DT
1 | 160,6 | 149,45 | 160,59 | 148,83 | 160,85 | 148,23

1.5|243,03| 219,14 | 243,03 | 217,13 | 238,82 | 216,18

1 (321,98|281,21|321,98 | 281,85 | 320

280

CC

1.5|528,85| 436,29 | 528,85 | 436,47 | 531,43 | 437,33

Tableau 1 : Températures critiques du flambage
thermique des plaques avec différentes conditions aux
limites
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