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Résumé

Une étude non modale de stabilité hydrodynamique d’un
écoulement de Poiseuille plan d’un fluide de Maxwell
convecté supérieur (UCM). Est effectuée. Le probléme
physique est réduit a un systeme d’équations non linaires
qui est résolu numériquement par la méthode spectrale
de collocation de Chebychev. A cause de la non-
normalité de I'opérateur L qui gouverne le probléme de
stabilité linéaire temporelle, les valeurs propres sont
insuffisantes pour décrire la stabilit¢ de ce probléme
durant la phase transitoire. C’est pour cette raison que
nous nous intéressons ici aux effets du temps de relaxa-
tion a travers le nombre de Weissenberg sur les compor-
tements transitoires de cette stabilité. Les résultats obte-
nus révelent que le temps de relaxation & un effet déesta-
bilisant en phase transitoire.

Mots clefs : Instabilité ; Fluide de Maxwell convecté
supérieur ; Croissance transitoire

1. Introduction

L'analyse des valeurs propres réussit a prédire les com-
portements d'instabilité pour certains systémes fluides,
tels que la convection de Rayleigh-Bénard et I'écoule-
ment de Taylor-Couette. Cependant, pour d'autres pro-
blémes d'instabilité d’écoulements de cisaillement, cette
approche ne correspond pas a des résultats expérimen-
taux [1,2]. Par exemple, l'analyse des valeurs propres
pour les écoulements du type Couette plan et Poiseuille
dans une conduite, montre qu'ils sont toujours stables
aux petites perturbations quel que soit le nombre de
Reynolds. Alors que la transition vers la turbulence a été
observée expérimentalement lorsque le nombre de Rey-
nolds varie entre 350 et 370 dans le cas d’un écoulement
de Couette plan d'un fluide Newtonien [2]. L'écart entre
I'analyse des valeurs propres et les expériences ont été
reconnus par certains auteurs. Ce caractére limitatif de
I'approche, par valeurs propres, conduit a I'émergence
d'une nouvelle théorie dite : théorie de la stabilité non
modale [3]

Dans ce travail, nous examinons la stabilité de I'écoule-
ment de Poiseuille plan de fluide de Maxwell UCM en
s’appuyant sur la théorie de la stabilité non modale. La
croissance transitoire de I'énergie cinétique de la pertur-
bation est exploitée pour cerner I’influence du temps de
relaxation sur les comportements transitoires dans la
zone stable.

2. Formulation mathématique du pro-
bleme physique

Dans le systéme de coordonnées cartésiennes (x*, y) , on
considéere I'écoulement de Poiseuille plan d'un fluide de
Maxwell convecté supérieur (UCM) incompressible,
situé entre deux plans paralleles d’équations y*=h et
y*=-h d’extensions infinies dans la direction e, .

Les équations régissant I’écoulement de ce fluide, de
vitesse caractéristique Uy, traduites en variables réduites

=X =Y p=? = oY o o
(x_h'y_h'P_pug‘u_U()'v_Uo'T_pUg't_
UOTt) s’écrivent :

av
S+ V.UV =-VP+Vr 1)
V.V =0 ©)

u(x,+1,t) = v(x, £1,t) =0 (3)

Ou V= (u,v) le vecteur vitesse, P la pression et T le
tenseur des contraintes définit dans le cas d’un fluide
UCM par la loi de comportement suivante :

Dt
T+ We i —T 4)
ou Re = hvﬂet We = % sont, respectivement, le

nombre de Reynolds, Weissenberg relatif au temps de

relaxation 4, T le tenseur de taux de déformationet D
Dt
est la dérivée de Jaumann.

A D’état d’équilibre, nous nous limitons & des écoule-
ments de base stationnaires et unidirectionnels, dont le
champ de vitesse s'écrit V= U, (x, y)e,.

Dans ces conditions, les solutions (Uy, Vs, po, ) du sys-
teme des équations (1-4) sont:

U =1-y*> , wv,=0 , P =-2x

2, =8Wey*, 5, =0 , 12, =-2y

Pour I’étude de stabilité, nous superposons, a ces solu-
tions de base, des perturbations infinitésimales de la
maniere suivante
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u=U,+u , v=v , P =P +p
(6)

T =T+ Tax » Tyy =Tyy , Tuy = Thy + Ty

Par la suite, les solutions peuvent étre écrites sous la
forme d'une superposition de modes de Fourier com-
plexes du type :

[‘U’ , T;cx' T;cy' T;/y] (X, 3z t) = [(D' fxx ’ fxy ’ fyy ] (y' t)e tax

avec @,1,,,1,, et t,, des amplitudes complexes de
’ ! ! ! .

V', Tyx, Txy €t Tyy , a est le nombre d'onde et i*=-1. Les

équations de I'évolution linéaire des perturbations peu-

vent alors s'écrire sous la forme d'un probleme aux va-
leurs initiales comme suit :

a R R R
&f 1(1) = chD + GTxx - GTyy _fBTxy

d
aReWe —1,, = 4@+ fr1, + falyy

at
P fo A (7
a ReWe ETW = fo® -I-?Tyy + frtyy
a R
a ReWe aryy = fo® + f71,,

- Les conditions aux limites associées aux systéme (7)
sont:
®(+1,t) = DP(+1,t) = 0 (8)

o f=(@0*-a®) , f=(0+a?)
fo = [iaD?U,, — iaU, f1]
fo = —4iWe2(DU,D?U, + (DU,)?)D
—2(i + (We/a) DU,)D?
fs = (=D?/a) — a — iWeD?U, — 2aWe?(DU,)?
fe =2iD—2aWeDU,
f7 = —Re(i —aWeU,)
fe = 2i We Re U,

n

G =iaD D" =
ia y

3. Résolution numérique
3.1 Probléme aux valeurs propres

Les équations et les conditions aux limites associées
décrivent complétement I'évolution d'une perturbation
arbitraire infinitésimale dans le temps et I'espace. L'ap-
proche classique pour la résolution de tels problémes de
stabilité est I'approche modale. Elle consiste a réduire un
probléme aux valeurs initiales en un probléme aux va-

leurs propres.
ct

Q=qe”
avec C= C,+I C;
Le probléme aux valeurs initiales (7) devient :

Aq = cBq (€)]

ou A et B sont des opérateurs matriciels qui dépendent
de N, o, Re et We .

Le probléme aux valeurs propres, ¢, (Eq.9) est résolu
numériquement en utilisant la méthode spectrale de col-
location basée sur les polyndmes de Chebychev évalués
en N points de collocation de Gauss-Lobatto. Pour
s’assurer de la convergence de cette méthode numérique,
nous avons effectué nos calculs pour 4*N points de col-
location en prenant N=120.

3.2 Spectre et pseudo-spectre

La non-normalité de l'opérateur L = BA fait en sorte
que son spectre "exact” ne permet pas a lui seul de rendre
compte de toutes ses propriétés. |l serait donc difficile
de donner un sens physique a la norme qui lui est asso-
ciée. Ainsi pour suppléer au manque d'informations
contenues dans le spectre, on introduit la méthode de &-
pseudo-spectre [4]. L'idée sous-jacente a la définition de
cette nouvelle méthode, est qu'il s'avére intéressant
d'étudier non seulement les domaines ou la résolvante
R(w)=(wl-L)™* de l'opérateur n'est pas finie, mais éga-
lement la ou il est en norme de taille significative.
L'examen de la structure du pseudo-spectre devient né-
cessaire. Pour cette raison, nous nous proposons de tracer
les frontieres parcellaires du pseudo-spectre a coté du
spectre ¢;=f (C,) de I’écoulement perturbé.

3.3 Croissance transitoire

Nous nous proposons dans ce qui suit d’étudier
I’amplification de 1’énergie cinétique Q(t) de la perturba-
tion et de déterminer la structure de celle qui permet
d’avoir le maximum d’amplification de cette énergie
[5]. Cette amplification de I'énergie de la perturbation est
mesurée par le rapport gain g(t) entre la norme d'énergie
de la perturbation a l'instant t et celle a I'instant initial.

_ llemliz
90 = Lo (10)

Déterminer la perturbation optimale revient a chercher la
perturbation initiale qui va maximiser le gain, c'est-a-dire
le rapport entre I'énergie finale et I'énergie initiale des
perturbations. La perturbation initiale est donc recher-
chée de maniére a maximiser g(t) :

G(t) = Jmax, [g(®)]

Ce maximum G(t) est appelé fonction de croissance de
I'énergie.

4. Reésultats et discussion

4.1 Spectre et pseudo-spectre

Comme le montrent les Figures (let 2), pour a=1 et
Re=10* la structure de pseudo-spectre des valeurs
propres pour We = 0,001 est qualitativement semblable
a celui du fluide Newtonien alors que pour We = 0.1, les
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Figure 1 : Pseudospectres d’un fluide UCM (lorsque a=1,
Re=10000, We=0.001) et limites des pseudospectres de ni-
veaux &= 107 (p=12a7).

valeurs propres deviennent plus sensibles aux perturba-
tions : la sensibilité des spectres dans la région d'inter-
section croit considérablement avec le nombre de Weis-
senberg. Ce qui nous ameéne a dire que cette sensibilité
au voisinage de l'intersection est fonction du nombre de
Weissenberg. La non-normalité de I'opérateur L de stabi-
lité linéaire signifie que I'énergie cinétique d'une pertur-
bation peut s'amplifier aux courts temps avant d’entamer
une décroissance exponentielle. C’est pour cette raison
que nous examinons dans la suite I'influence de We sur la
croissance transitoire de I'énergie et les caractéristiques
de la perturbation optimale.

4.2 Croissance transitoire

Dans la figure (3) nous tragons la croissance de I'énergie
G(t) en fonction du temps, dans le cas ou 1’écoulement
est stable lorsque o= 1 et Re=10° [6] pour différent va-
leurs de We. Comme le prouve cette figure, chaque
courbe montre que I'écoulement de Poiseuille subit une
croissance transitoire a t = tya €t entame une décrois-
sance au-dela de t... De méme on constate que Gpax
croft et tyna décroit avec le nombre de Weissenberg.
L’étendue de la zone transitoire de stabilité diminue donc

avec ce dernier nombre.
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Figure 1: Pseudospectres d’'un fluide UCM (lorsque
a=1, Re=10000, We=0.1) et limites des pseudospectres

de niveaux £= 10 (p=5 a 8).
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Figure 3 : Les courbes G(t) en fonction du temps, lorsque
o= 1 et Re=105 pour différant valeur de We

5. Conclusion

Au cours de ce travail, nous avons principalement étudié
la stabilité non modale d'un écoulement de Poiseuille
plan d'un fluide UCM. Nous nous sommes intéressés aux
effets du temps de relaxation sur les comportements
transitoires. A cause de la non-normalité de l'opérateur L
qui gouverne le probléme de stabilité, les valeurs propres
sont insuffisantes pour décrire la stabilité de ce probléeme
aux temps courts. Pour cette raison, I'élaboration de la
méthode de e-pseudo-spectre est trés utile dans ce cas.
Afin d’étudier I’étendue de la zone transitoire de stabili-
té, nous procédons a la détermination de I'amplification
maximale des perturbations optimales par le calcul la
norme d'énergie. Les résultats montrent que les instabili-
tés de I'écoulement étudié sont fortement liées au nombre
We. L’examinassions du comportement global du maxi-
mum du gain G(t), l'augmentation de We suscite au sein
de I'écoulement de Poiseuille une grande réponse opti-
male aux conditions initiales. Le temps de relaxation
d'un fluide UCM en écoulement de Poiseuille a une in-
fluence sur les comportements transitoires de telle sorte
que pour les We grands, un effet indésirable de déstabi-
lisation en phase transitoire est observé.
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