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Etude des ondes guidées ultrasonores dans une structure tri-couche collée 
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1. Introduction 

Dans les industries aéronautique, aérospatiale et 

automobile le collage remplace de plus en plus le 

rivetage, la visserie et le soudage. Durant leur mise en 

service, les structures collées peuvent subir des 

endommagements causés par les conditions de 

chargement cyclique [1] et le joint de colle peut être 

soumis à diverses conditions environnementales 

provoquant la dégradation de la couche adhésive [2]. Par 

conséquent, il est nécessaire de surveiller l’état de 

l’assemblage collé à divers stades de son utilisation. Le 

contrôle non destructif par ultrasons en utilisant les 

ondes guidées est très prometteur. L’utilisation des ondes 

ultrasonores guidée comme moyen de contrôle passe 

inéluctablement par l’étude et la compréhension de la 

propagation guidée de ces ondes dans les structures tri-

couches. La littérature scientifique est abondante en 

articles sur ce sujet. Thomson [3] et Haskell [4] sont les 

premiers qui ont étudié la propagation des ondes 

élastiques dans les structures multicouches planes en 

utilisant la méthode des matrices de transfert. Lowe et 

Cawley [5] ont montré que les ondes de Lamb sont 

fortement sensibles aux propriétés mécaniques et 

épaisseurs des adhérents mais restent insensibles aux 

propriétés de la couche de colle. Ces résultats sont 

similaires à ceux obtenus par Nagy et Adler [6].  

Les résultats présentés dans cet article ont pour objectif 

de présenter un modèle analytique permettant de 

comprendre la propagation des ondes guidées dans une 

structure tri-couche assemblée par une couche de résine 

époxy.Ce modèle permettra d’identifier et de caractériser 

les modes propagatifs en définissant leur vitesse de 

propagation et les composantes de leur déplacement.  

2.  Ondes guidées dans une structure tri-

couche 

L’objectif de cette partie est d’établir les équations de 

dispersion des ondes guidées dans des structures tri-

couche. Chaque couche est considérée comme étant un 

solide isotrope, homogène, infini, de densité volumique 

ρi , de vitesse longitudinale VLi
, de vitesse transversale 

VTi
, et d’épaisseur hi , avec i  indique le numéro de la 

couche (i = 1,2,3) . Nous adoptons la méthode des 

potentiels. Le problème considéré est bidimensionnel 

(figure 1) et le potentiel vecteur se réduit au scalaire 

 iz = i . 

Figure1 : Géométrie de la structure tri-couche 

Dans chaque couche 𝑖 se propagent deux types d’onde : 

- Une onde longitudinale décrite par un potentiel 

scalaire i 

- Une onde transversale décrite par un potentiel 

vecteur i  

Les expressions de i et i  sont données par : 

 
𝑖 =  𝐴𝑖𝑒

𝑗 𝑞𝑖𝑦 + 𝐵𝑖𝑒
−𝑗𝑞𝑖𝑦  𝑒𝑗 (𝑘𝑥−𝜔𝑡 )

𝑖 =  𝐶𝑖𝑒
𝑗 𝑠𝑖𝑦 + 𝐷𝑖𝑒

−𝑗 𝑠𝑖𝑦  𝑒𝑗 (𝑘𝑥−𝜔𝑡 )
  (1) 

Où Ai, Bi, Ci et Di  sont les amplitudes arbitraires dans la 

couche i, k est le nombre d’onde parallèle à la direction 

de propagation, j  est un nombre imaginaire, ω  est la 

pulsation, qi  et si sont des nombres d’ondes orthogonaux 

(réels ou complexes), kLi
= ω/VLi

 et KTi
= ω/VTi

 

satisfont aux équations de dispersion des ondes guidées 

kLi

2 = k2 + qi
2 et kTi

2 = k2 + si
2. 

Les champs de déplacements normal et tangentiel dans 

chaque couche i dérivent des potentiels suivants : 

ux
 i =

∂i

∂x
+

∂i

∂y
,           uy

 i =
∂i

∂y
−

∂i

∂x
, (2) 

Les champs de contraintes sont donnés par: 

σxx
(i)

= i  
∂2i

∂x2 +
∂2i

∂y2  + 2µi  
∂2i

∂x2 +
∂2i

∂x ∂y
  (3) 

σyy
(i)

= i  
∂2i

∂x2 +
∂2i

∂y2  + 2µi  
∂2i

∂y2 −
∂2i

∂x ∂y
  (4) 

σxy
(i)

= µi  2
∂2i

∂x ∂y
−

∂2i

∂x2 +
∂2i

∂y2   (5) 

où i , µi  sont les coefficients de Lamé dans chaque 

couche i.Les amplitudes artbitraires sont déterminées à 

partir des conditions aux limites suivantes : 

- Premierement, à l’interface supérieure, (y=0), les 

contraintes normale (σyy
(1)

)  et tangentielle (σxy
(1)

)  sont 

nulles (surface libre) 

- Deuxièment, à la première interface ( y = d1 ), nous 

considérons la continuité des contraintes stresses 

(σyy
(1)

= σyy
(2)

, σxy
(1)

= σxy
(2)

)  et la continuité des 

déplacements (ux
 1 = ux

 2 ,   uy
 1 = uy

 2 ) 

- Troisièmement, à la deuxième interface (y = d2), nous 

considérons la continuité des contraintes (σyy
(2)

= σyy
(3)

,

σxy
(2)

= σxy
(3)

) et la continuité des déplacements (ux
 2 =

ux
 3 ,   uy

 2 = uy
 3 ) 

- Quatriemement, à la surface supérieure (y = d3), les 

contraintes normale et tangentielles s’annullent  

Ces équations résultant des conditions de continuité et 

des conditions aux limites, coduisent à un système 
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d’équations homogènes caractérisant la propagation des 

ondes guidées au sein de la structure tri-couche. Ce 

système peut être écrit sous la forme matricielle 

suivante : 
 a  b =  0  (6) 
 a  une matrice 12x12 fonction des propriètés 

géométriques et mécaniques de la structure, de la 

fréquence d’excitation f et du nombre d’onde k.  b  est 

un vecteur, ces composantes sont les 12 amplitudes 

arbitraires.L’équation de dispersion est obtenue par 
annulation du déterminat du système et résolue 
numériquement pour déterminer les modes 
propagatifs dans cette structure.Dans cette étude 
nous considérons une structure tri-couche composée 
de deux plaque en aluminium assemblées par une 
couche adhésive de résine époxy. Les propriètés sont 
simulaires à ceux de l’échantillon étudié dans la 
référence [7-8 . L’épaisseur de chaque plaque 
d’aluminium est de 0.9398 mm, tandis que celui de la 
couche adhésive est de 0.25 mm. Les vitesses 
longitudinale et transversale de la plaque 
d’aluminium sont respectivement VLa

= 6150 m/s et 

VTa
= 3100 m/s  et de densité volumique 

ρa = 2700 kg/m3 , les vitesses longitudinale et 
transversale de la couche adhésive sont prises 
respectivement VLc

= 771 m/s et VTc
= 370 m/s et de 

densité volumique ρc = 1106 kg/m3. 

2.1 Courbes de dispersion 

Pour déterminer les modes propagatif dans la structure 

tri-couche, il faut tout d’abord déterminer les 

couples  (𝑓, 𝑘)  solution de l’équation de dispersion 

ontenue par l’annulation du déterminant. Dans ce 

contexte, nous avons dévelopé un programme 

informatique permettant de déterminer les courbes de 

dispersion des structures tri-couche. Les zéros de 

l’équation de dispersion sont déterminés et les modes 

sont alors distingués et séparés. En effet, pour chaque 

paire (𝑓, 𝑉𝑝), nous déterminons les zéros par la méthode 

de bissection. Ces couples zéros de l’équation de 

dispersion sont alors stockés dans une matrice et un 

algorithme de séparation des modes est ensuite appliqué. 

Nous obtons enfin les courbes de dispersion sous forme 

de fréquence en fonction de la vitesse de phase. A partir 

de ces courbes nous pouvons déduire d’autres formes de 

présentation des courbes de dispersion telles que nombre 

d’onde en fonction de la fréquence en utilisant la formule 

k = ω
Vp
  et la vitesse de groupe en fonction de la 

fréquence via l’expression suivante : Vg = ∂ω
∂k .La 

figure (2 a) illustress les courbes de dispersion sous 

forme de vitesse de phase en fonction de la fréquence 

pour différents modes dans une structure tri-couche 

collée de propriétés acoustiques identiques à celles 

décrites dans le paragraphe précédent. Les modes sont 

identifiés par 𝑀  suivi d’un nombre. Pour exploiter ces 

courbes plusieurs modes n’apparaissent qu’à partir une 

certaine fréquence (fréquence de coupure). Par exemple 

dans l’intervalle de fréquence 0 KHz à 500 KHz 

seulement les quatre modes 𝑀1 , 𝑀2 , 𝑀3  et 𝑀4  se 

propagent et les autres modes ne peuvent pas se propager 

à cette basse fréquence. 𝑀1 et 𝑀2 apparaissent à 0 MHz, 

tandis que 𝑀3  et 𝑀4  apparaissent respectivement à 105 

KHz et 225 KHz (voir figure 2 b). 

 
Figure Erreur ! Il n'y a pas de texte répondant à ce style dans ce 

document. : Courbes de dispersion : (a) vitesses de phase en fonction 

de la fréquence et (b) nombre d’onde en fonction de la fréquence 

pour une structure tri-couche collée : Al/Colle Epoxy/Al 

2.2Champ de déplacement 

Les expressions du champ de déplacement ux  et uy  à 

travers la structure sont données par les équations 

suivantes  : 

 
ux

(i)
=  jk Aie

jqi y + Bie
−jqi y + jsi Cie

jsi y − Die
−jsi y  ej(kx−ωt)

uy
(i)

=  jqi Aie
jqi y − Bie

−jqi y − jk Cie
jsi y + Die

−jsi y  ej(kx−ωt)
  (7) 

Pour déterminer les constantes Ai , Bi , Ci  et Di , nous 

avons procédé comme suite. Dans la première étape, 

nous avons construit le système linéaire sous la 

forme  a′   b′ =  c  déduit du système précedent 

 a  b =  0 .Où  a′   est une matrice carrée formée des 

onze premieres lignes et des onze premières colonnes de 

la matrice  a ,  b′  est un vecteur constitué par les onze 

composantes du vecteur  b  et  c  est un vecteur 

contenant l’opposé des onze premiers éléments de la 

douzième colonne de la matrice  𝑎 .Dans la deuxième 

étape, par triangularisation de la matrice  𝑎′   nous avons 

obtenu les valeurs des onze constantes en fonction de la 

douzième constante D3. Ainsi, la distribution du champ 

de déplacement à travers la structure est connue à une 

constante près. 

2.3 Champ de contraintes 

En utilisant la loi de Hooke et la relation reliant 

déformation-déplacement, l’expression du champ de 

a 

b 
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contrainte au sein de la structure tri-couche s’écrit de 

la manière suyivante : 

 
 
 
 

 
 
 σxx

(i)
=  

−  i + 2µi k2 + iqi
2  Aie

jqi y + Bie
−jqi y −

−2µi Cie
jsi y + Die

−jsi y 
 ej(kx−ωt)

σyy
(i)

=  
−  i + 2µi qi

2 + ik
2  Aie

jqi y + Bie
−jqi y +

+2µi Cie
jsi y + Die

−jsi y 
 ej(kx−ωt)

σxy
(i)

=  
−2µikqi Aie

jqi y − Bie
−jqi y +

+µi k2 − si
2  Cie

jsi y + Die
−jsi y 

 ej(kx−ωt)

 (8) 

2.4Normalisation en puissance des champs 

acoustiques 
Les écritures des champs acoustiques données ci-dessus 

ne contiennent aucune information immédiate sur la 

puissance que transporte un mode au sein de la structure. 

Elles ne permettent pas, par exemple, de déterminer 

quelle onde possède, en surface de structure, le 

déplacement normal le plus important. Lors d’une étude 

expérimentale, cette indication peut cependant être 

indispensable puisqu’elle détermine l’onde qui sera la 

plus aisément générée et/ou détectée. Pour que cette 

information soit directement accessible, l’écriture des 

champs acoustiques des ondes guidées est alors modifiée 

de telle sorte que ces modes soient normalisés en 

puissance [9]. De ce fait, les champs de déplacement 

sont normalisés de la manière suivante 𝑈𝑥,𝑁 =
𝑢𝑥

  𝑃𝑀  
 et 

𝑈𝑦,𝑁 =
𝑢𝑦

  𝑃𝑀  
 ainsi que les champs de contraintes sont 

aussi normalisés en puissance de la même façon :σ𝑥x,𝑁 =
σx𝑥

  𝑃𝑀  
, σy𝑦 ,𝑁 =

σy𝑦

  𝑃𝑀  
 et σ𝑥𝑦 ,𝑁 =

σxy

  𝑃𝑀  
.  

Les déplacements normalisés tangentiels (Ux  )  et 

normaux (Uy  )  des quatre premières ondes guidées, à 

savoir les modes M1 (figure 3a), M2 (figure 3b), M3 

(figure 3c), et M4 (figure 3d), sont tracés dans l’épaisseur 

de la structure. En effet, ce sont ces quatre modes guidés 

qui existent à la fréquence(𝑓 = 1𝑀𝐻𝑧). En effet, lors de 

l’utilisation des ces modes en vue d’une évaluation non 

destructive d’un matériau, le choix du mode à générer 

dépend du type de défaut que l’on veut mettre en 

évidence mais aussi de sa localisation soit à l’interface 

entre la plaque d’aluminium et la couche de colle soit un 

défaut situé dans la couche de colle ou un défaut situé 

dans l’une des deux plaque d’aluminium (défaut de 

surface ou défaut interne). 

 
Figure 3 : Profils des déplacements tangentiels (Ux) et normaux (Uy) des modes M1.(a), M2.(b), M3.(c) et M4.(d) à f=1 MHz. Surface en gris : couche 

de colle 

3 Conclusion 

Dans cet article nous avons présenté un modèle 

analytique permettant de modéliser la propagation des 

ondes guidées au sein d’une structure tri-couche 

assemblée par une couche de colle. Les équations qui 

régissent la propagation des ondes guidées ont été 

présentées et résolues par la méthode de bissection et 

permettent de tracer les courbes de dispersion des modes 

guidés au sein de la structure.Enfin la connaissance de 

l’énergie transportée par une onde est d’une grande 

importance lors de l’étude de la diffraction des modes 

guidés par un défaut.  
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