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Résumé :

Un matériau élastique se déforme

instantanément lorsqu’il est soumis & une contrainte
et retourne a son état d'origine lorsque celle-ci est
retirée. Pour un matériau viscoélastique, la relation
entre la contrainte et la déformation dépend du
temps. Ce travail est consacré a I’étude d’une bande
viscoélastique encastrée sur le bord, celui qui lui est
paralléle soumis a des forces constantes au nceud 11.
Les deux autres bords sont libres par la méthode
Meshless MLPG. L’étude a concerné l'effet de
paramétre de dimensionnement du support domaine

Q. , du nombre de neeuds N, sur la convergence de

la méthode MLPG. Enfin nous effectuerons la
comparaison entre la solution analytique et les
résultats obtenus par la méthode MLPG.

Mots clefs: Méthode Meshless MLPG, formulation
faible, support domaine, algorithme de Stehfest, bande
viscoélastique.

1. Introduction

La viscoélasticité linéaire caractérise le comportement
¢lastique et dissipatif d’un matériau en petites
déformations. Pour certains matériaux, la réponse a une
déformation ou & une contrainte constante varie au cours
du temps. Ces observations se font plus particuliérement
dans les cas des essais de fluage et de relaxation [1]. En
effet, différents matériaux entrainent un comportement
de fluage et de relaxation impliquant le phénomene de
viscoélasticité. Un probleme viscoélastique peut étre
résolu, soit dans le domaine temporel, directement, soit
dans le domaine de la transformation de Laplace (TL).
Selon le principe de correspondance [2], la solution
viscoélastique peut étre obtenue directement a partir de
la solution du probléme élastique correspondant au
parameétre P de la transformée de Laplace. On remplace
le paramétre temps t indépendant du matériau élastique
par la transformée de Laplace des parametres P du
matériau viscoélastique. La solution finale dépend du
temps, est obtenue par la solution de la transformée de
Laplace inverse [3]. La formulation de la frontiére du
domaine présente quelques difficultés de calcul dans
l'application numérique. D’ou la nécessité des méthodes

Meshless. Dans cet article, nous présentons une méthode
Meshless locale de Petrov-Galerkin MLPG  pour
analyser le cas statiques du solide viscoélastique linéaire.
2. Equations de base

On considére un probleme dynamique dans un milieu
homogeéne et un solide viscoélastique linéaire dans un
domaine £2, limité par la frontiére 7 [4].

Les équations de base s’écrivent sous cette

forme : oy (X, 1) +b; (X, 1) = pU; (X, 1) 1)
u, =ulsur /| @)
oy N, =t)sur [ (3)

La Loi de comportement viscoélastique linéaire définie
par [4] :

sij(x,t)zzj'u (t—7) ‘Ze” dr Q)
° T
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O (X, 1) = 3j- Kt —172)

Les contraintes S;; et les déformations €;; du tenseur

déviateur sont données par : | —

coy-lows, ©

1
eij = &jj _g‘gkk5ij

Les fonctions de relaxation z£(X,t) et K(X,t) dans
1I’équation (4) dépendent des coordonnées spatiales, alors
pour les solides homogeénes, elles sont uniquement des
fonctions du temps ( (t) et K(t).
En général, le principe de correspondance de la
viscoélasticité linéaire isotrope n’est pas vérifié pour un
matériau viscoélastique linéaire non isotrope. Pour
remédier & ce probléme, nous considérons un solide
viscoélastique linéaire isotrope dans lequel les fonctions
de relaxation ont la forme séparable suivante [5].
{u (t—7) = o 14,(x) (1) ©)
K(t—7) =Kk, ki (x) g(t)

D’ou 1, et Kk, sontlesconstantes de matériau, iz,

k,, T(t) et g(t) sont des fonctions sans dimension.

La Loi de comportement de 1’équation (4) est réduite
sous cette forme:
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s (X, 1) =2 (x)jf(t )OIeij d
aa y = 0 1 —Z' - T
i Ho 1 O e -

t
T4 (1) = 3K, Ky (%) gt - ) du g,

J dr
Ce probléme n’est résolu analytiquement que dans
quelques cas particuliers. 1l est donc nécessaire de
recourir a des approches numériques. Dans cette article,
on présentera 1’algorithme de Stehfest’s [3].
La transformée de Laplace des équations (1 - 3 et 7) sont
données par :

Gy, (%.p) —p P*U; (x,p) =—F (X, p) ®)
Do F (X, p) = bi (X,p) +p u, (x,0)+ U, (x,0) ©)

u; (X, p) =Gio(x, p) sur T, (10)
t. (x, p) =f?(x, p) sur T, (11)

$i0P) =2 1y 1 (X) P F(p) &;(x.P) (12)
04 (%,p) =3k, K (x) p G (p) &y (x.P) (13)

La forme faible [8] sur un domaine local de quadrature

QQ (pour un point de neeud i), basée sur la méthode

résiduelle locale pondérée de I’équation (8), s’écrit sous
cette forme :

Jo, @)= DT, (x.P) +F(x) 1 d2=0 (10
D’ou .QQ est le domaine local de quadrature pour un
nceud i (voir figure 4.1), v, est la fonction poids ou

fonction test tel que v, € C* (Q) [6].

En utilisant le théoréme de la divergence [9] dans
I'équation (14), on obtient:

[, xmudr-], i 00+ [ s xp)+Flug=0 15)

Le bord du domaine de quadrature est réparti en trois
parties, par conséquent, 1’équation (15) s’écrit sous cette
forme:

L@ a;(xpnpdl +Lou a;(x.pnudr +L@ a;(x.pnudl - "
[, ikl 82+ [, [0 ) +Flg=0

L'approximation des moindres carrés mobiles (MLS) [4]
est utilisée pour le rapprochement des grandeurs
physiques. La transformée de Laplace de déplacement
s’écrit sous la forme suivante:

No
—h —
0" (x,p) = D4 ()T, (p) (17)
1=1
Les relations de déformation et les contraintes sont
donnéespar: 6 =C €¢=C B T, (18)

D’ou C est la matrice symétrique du matériau
viscoélastique linéaire.

Ell-vY) VEIL-7%) 0 4. O
C=[VEIL-7%) EL-7) 0 B =| 0 4, |
0 0 E/2(1+17) ¢I,y ¢I,x

E=2nu(1+v)et V:M,Avec v (t) et
6+2u

E(t) sont des fonctions du temps.
La relation entre la contrainte et la traction sur la
frontiere est donnée sous la forme :

Eijn e t; (19)
En substituant 1’équation (19) dans I'équation (16), on
obtient une forme matricielle:

| tvidr+| tv,dr+| V,"edQ
Qi Qu Q
—pZIQQpaV,dQ:—J.rQ‘EOV,dF—_[QQV,EdQ (20)

v, 0
=1 0 1y

]

est une matrice qui contient les
Y

Y

Y X

v, 0
dérivées des fonctions poids et V/, = ( ! j est la
by

matrice de fonction poids.
La transformée de Laplace de la traction t en un point x

est définiepar: t=L CBT, (21)
En substituant les équations (17- 18 et 21) dans
I’équation (20), on obtient un systéme discret d'équations

linéaires pour le 1°™nceud et s’écrit sous cette forme.

Ny =T

,zﬂ:[jro‘ L,CB,V, dr+jrm|_nc B,V, dF+LQV| CB, d2 (22
2 T B =

-p jﬂqpq),v,dg]u,_ L@t V, dr LQVIFdQ

L’équation (22) s’écrit sous forme matricielle:
Ny

> KT, =f, (23)
1=1

Ki=[ L,CBV, dr+[ LCBY, dr

Toi Tou

Dod: 2 (24)
+LQV, CB, d2-p jQme,vldQ

Etf, = _L@ 'V, dr—j% V, F d@ (25)

Le systeme final est: K (26)

onv2n Uign o = fon
D’apres ’algorithme de Stehfest, la transformée de

Laplace inverse de U, pendant une durée spécifique t est

N
donnée par [7]: U, (t) = (In(2)/t)Z:ViUI ® @

i1
Dou p=(In@2)/t) xitelque i=1,2,.. Net
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min(i, N/2)

SV (2K
! b (NT2-K)I(KY) (K =D1(i-K)K -t

La solution analytique suivant I’axe (0X;) de

(28)

déplacement d’une bande viscoélastique sous
chargement a I’extrémité a la forme suivante [8]:

2xL
ul(t) =

= (29)
1+ exp(-t)

3. Exemple numérique
3.1 Chargement uniforme au nceud 11

On considére une bande viscoélastique de longueur L =
3, de largeur D = 1 et d’épaisseur H =1, encastrée sur le
bord, celui qui lui est paralléle soumis a des forces
constantes au nceud 11. Les deux autres bords sont libres
(voir figure 3.1 ci-dessous). Un solide viscoélastique
linéaire homogéne avec les fonctions de relaxation
constantes. Dans le calcul numérique, on prendra :

k,=E/3, u, =E/2, E =1Mpaet p=1Kg/m°

ez
25

- - -
D - - - - - - - <
- - -

vvv
(RO
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Figure 3.1 Une bande viscoélastique sous un
chargement uniforme uni-axiale.

Nous utilisons la formule de quadrature de Gauss
[9] avec 16 points pour calculer les intégrales dans les
équations (24, 25) a la fois sur le domaine et la frontiere.
Dans le calcul numérique de la méthode MLPG, on
prendra 28 nceuds sur la frontiére et 27 nceuds dans le
domaine intérieur pour une distribution réguliére

n, =55 (voir Fig. 3.1).

3.2 Résultats et discussions
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Figure 3.2 Variations de déplacement en fonction de t d’une bande

viscoélastique homogene quasi-statique avec N, = 55 neeuds.
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Figure 3.3 Variations de déplacement en fonction de t
d’une bande viscoélastique homogéne quasi-statique

avec n, =189.

Les figures 3.2-3.3 représentent la variation de
déplacement en fonction de t pour un chargement

constant au nceud 11 avec le nombre de nceuds

N, =55 et 189 auxquels correspondent o =5 et

3.66. Ce résultat obtenu par la méthode MLPG. On
remarque que 1’on a une coincidence entre la méthode
MLPG et la solution analytique.
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