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Résumé – Ce travail présente une étude de la stabilité des plaques 

sandwiches en matériaux à gradient de propriété type FGM avec 

un cœur rigide et homogène en utilisant une théorie raffinée des 

plaques RPT  de quatre variables.  La théorie présentée est de 

forme compatible et fortement similaire à la théorie classique des 

plaques dans plusieurs cotés, et donne lieu à des variations 

parabolique des contraintes de cisaillement transversale à travers 

l’épaisseur pour satisfaire les conditions des contraintes de 

cisaillement nulles dans les faces supérieur et inférieur de la 

plaque. Les charges critiques de flambement sont trouvées par la 

résolution de problème aux valeurs propres.  
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I. INTRODUCTION 

Ce travail porte sur l’analyse de la stabilité au flambement 

d’une plaque rectangulaire simplement appuyée sur les 

quatre cotés en matériaux à gradient de propriétés (FGM). 

La théorie des plaques raffinées de quatre variables est 

utilisée dans ce travail, La différence avec les autres 

théories, il y a seulement quatre fonctions inconnues, 

comparé aussi à cinq dans autres théories de cisaillement 

déformable. La théorie présentée est de forme compatible et 

fortement similaire à la théorie classique des plaques dans 

plusieurs cotés. Elle  n’exige pas de facteur de correction de 

cisaillement, et donne lieu à des variations des contraintes 

de cisaillement transversales telles que le cisaillement 

transversal varie paraboliquement à travers l'épaisseur de la 

plaque et satisfait les conditions de surface sans les 

contraintes. Les équations d’équilibres pour les plaques 

sandwichs en FGM sont obtenues en utilisant le principe 

des travaux virtuel. La solution analytique est obtenue en 

utilisant la méthode de Navier. Les charges critiques de 

flambement sont trouvées par la résolution un problème aux 

valeurs propres.  

II. THEORIE DES PLAQUES RAFFINEES POUR LES 

PLAQUES SANDWICHES A GRADIENT DE 

PROPRIETE 

A. A. Configuration géométrique 

On considère le cas d'une plaque sandwich FGM, 

composée de trois couches hétérogènes voir la Figure.1. Les 

faces supérieure et inférieure de la plaque sont à 

2/hz  . 

 
Fig. 1. Plaque sandwich rectangulaire en FGM. 

 

La plaque sandwich est composée de trois couches 

élastiques, voir la Fig. 2, Les ordonnées verticales de ces 

couches de bas vers le haut de la plaque sandwich FGM, 

sont désignées par  : 2/hh1  , 
2h ,

3h , 2/4 hh  , 

respectivement. 

 
Fig. 2. La variation de corps le long de l'épaisseur de la 

plaque sandwich FGM.     
 

B. Propriétés des matériaux 

Les propriétés du FGM varient continuellement due au 

changement gradué de la fraction volumique des matériaux 

constitutifs (céramique et métal), généralement dans le sens 

de l'épaisseur. La fonction de loi de puissance est 

couramment utilisée pour décrire ces variations des 

propriétés des matériaux. 

La fraction volumique du FGM est supposé varient 

suivant l'épaisseur de la plaque selon une fonction simple en 

loi de puissance : 
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Où,  3,2,1n,V )n(   désigne la fonction de la 

fraction volumique de la couche n; k est l’indice de 

puissance qui d’écrit le profil de variation des matériaux 

suivant l'épaisseur. 

Les propriétés matérielles effectives, comme le module 

de Young E , coefficient de Poisson  , et la densité de 

masse  , peuvent être exprimée par une loi de mélange  

comme : 

  )n(
212

)n( V PPP)z(P                       (2)   

où 
)n(P est la propriété matérielle effective du FGM de 

la couche n . Pour ce type de plaque, 1P et 2P  sont les 

propriétés des faces supérieurs et inferieurs de la couche 1 

respectivement et vice versa pour la couche 3 dépendant de 

la fraction volumique 
)n(V , )3,2,1n(  ;  

C. Cinématique et Équations Constitutives 

Le champ de déplacement utilisé dans cette étude est le 

suivant : 
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Les déformations associées avec les déplacements dans 

l'équation (3) sont  
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D.  Équations d’équilibres 

L'énergie de déformation de la plaque peut être écrite 

comme : 

    dV      
2

1
U

V
zxzxyzyzxyxyyyxxe               (6)    

En intégrant par partie suivant l'épaisseur de la plaque 

sandwich, l'énergie de déformation de la plaque peut être 

écrite comme : 
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Les forces et moments résultants sont donnés comme :
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L'énergie de travail des forces extérieures de la plaque 

peut être écrite comme : 
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Les équations d’équilibres sont obtenues en utilisant le 

principe des travaux virtuels : 
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En rassemblant les coefficients u  , v  , bw   et 

sw  , les équations d’équilibre pour la plaque sandwich 

FGM résultantes sont : 
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Équation (13) peuvent être exprimée en termes des 

déplacements  sb wwvu ,,,  en remplaçant les forces 

résultantes de l'équation (8). Pour  la plaque de FGM, les 

équations d'équilibre (13) prennent la forme : 
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E.  Solution de Navier pour une plaque sandwich sur 

appuies Simples 

Pour une solution analytique des équations (14), la 

méthode de Navier est utilisée pour une plaque sandwich 

FGM avec des conditions de bords spécifiques (appuyée - 

appuyée). Les fonctions des déplacements qui satisfont les 

équations des conditions aux limites sont développées en 

séries de Fourier comme suit : 
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Les équations, ci-dessous, des valeurs propres pour 

n'importe quelle valeur fixe de m et n, pour le problème de 

stabilité peut être écrite comme :  

           0NK                                              (16) 

III. RESULTATS NUMERIQUES ET DISCUSSIONS 

Pour la plaque FGM Les propriétés matérielles utilisées 

dans la présente étude sont : 

     Céramique  (P1 , Alumine, Al2O3) : GPaEc 380 , 

.3.0  

     Métal (P2, Aluminium, Al) : GPaEm 70 , 3.0 . 

Le paramètre de fréquence naturelle adimensionnel est 

défini comme : 
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La figure 3 montre les paramètres des charges critiques 

de flambement adimensionnel en fonction du rapport 

épaisseur - côté des plaques sandwiches P - FGM 

simplement appuyées avec un cœur rigide et homogène. 

Les résultats ont un maximum pour les plaques en 

céramique et un minimum pour les plaques en métal. On 

remarque que les résultats augmentent lentement lorsque la 

quantité de céramique augmente dans la plaque sandwich. 

Les charges de flambement uniaxiale est le double de 

celui de la charge biaxiale quelle que soit la valeur de 

l’indice de puissance p et le type de la plaque FGM. 
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Fig. 3. Charge critique de flambement adimensionnel en 

fonction du rapport (a/h) de la plaque sandwich (1-2-1) pour 

différent valeur de p : (a) plaque soumise à une charge de 

compression uniaxiale (γ=0) et (b) plaque soumise a une 

charge de compression biaxiale (γ=1). 

Conclusion 

En conclusion, on peut dire que la théorie raffinée 

proposée est exacte et simple pour la résolution des 

problèmes de flambement des plaques sandwiches en FGM. 

La théorie prend en compte les effets de cisaillement 

transversal et la distribution parabolique des contraintes de 

cisaillement transversales à travers l'épaisseur de la plaque.  
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