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Résumé

Le présent travail porte sur la résolution analytique du
probléme de I’inclusion viscoélastique enrobée dans une
matrice viscoélastique.

L’enrobage étant considéré comme une couche mince
dont les propriétés viscoélastiques sont différentes de
celles de I’inclusion et de la matrice.

La résolution de ce probleme sera basée simultanément
sur la technique des fonctions de Green ainsi que 1’opéra-
teur d’interface. L’ expression analytique de la solution est
obtenue en supposant I’isotropie de la matrice ainsi que
la forme sphérique des inclusions enrobées.

On utilise ces résultats pour déterminer les propriétés ef-
fectives d’un milieu hétérogene a partir d’une approche
autocohérente prenant en compte les interactions entre in-
clusions enrobées et le milieu homogene équivalent.

Mots clefs : viscoélastique ; matériau hétérogéne; in-
clusions enrobées ; Approche auto-cohérente.

1 Introduction

Le probleme d’inclusion enrobée dans une matrice a été
abordé par plusieurs auteurs depuis plusieurs année dans
des buts différents [[1} 2, 13, 4]]. Récemment, L. Wu et
S. Pan [5] ont développé un modele pour déterminer des
bornes pour délimiter la perméabilité magnétique effec-
tive d’un composite hétérogene avec inclusions enrobées.
D’autre approches [6 8}, 9] basées sur la technique de la
fonction de Green ont permis le calcul de la solution du
probléme élastique.

Le but principal de cet article est de traiter le compor-
tement d’un matériau hétérogéne visco-élastique linéaire
composé d’une matrice viscoélastique infinie contenant
des inclusions enrobées.

2 Modélisation Micro-mécanique

2.1 Equation intégrale du probleme
Une inclusion sphérique dont les caractéristiques méca-
niques sont x!, n’ de volume V; enrobée d’une couche

de caractéristiques 11 et n° de volume V. est placée dans
une matrice infinies dont les caractéristiques sont u°, °.

|:| Matrice © p°,n° Inclusion - p',n' . Enrobage : p° n°

Résoudre ce probléme consiste en la détermination de
la vitesse de déformation dans 1’inclusion ainsi que dans
I’enrobage.

Dans le but d’obtenir des résultats simples, on va consi-
dérer le cas des matériaux isotropes incompressibles dont
le comportement est de type Maxwell, sous petites défor-
mations.

Ainsi, et d’apres le paragraphe précédent on obtient pour
les trois phases :

e c:c :uc c

Si = 2u€; — ;Sij (Enrobage) (1)
. MI

SZ-Ij = 2,uIéfj — n—ISZIJ (Inclusion) (2)
= . ILLO —

Si;j =2 By — n—osij (Matrice) 3)

La démarche est la suivante :

On impose a la matrice une vitesse de déformation ma-
croscopique, et on cherche a connaitre la vitesse de défor-
mation dans I’inclusion enrobée.

Dans la théorie des petites déformations, 1’équation
d’équilibre se traduit en 1’absence des force de volume
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par :
0ij; =0 “)

Les modules de cisaillement locaux p(r) peuvent étre dé-
composés en modules de cisaillement uniformes py du
milieu de référence infini et en partie fluctuante dp(r) due
a I’inclusion enrobée non homogene :

pu(r) = po + opu(r) ®)
Introduisons b(r) = ’; g; . De la méme fagon nous allons

procéder pour décomposer b(r) en une partie uniforme et
une autre fluctuante :

b(r) = by + 6b(r) (6)

Le gradient de vitesse de déplacement est obtenu a partir
du gradient de vitesse de déplacement macroscopique par
I’équation intégrale suivante :

¢j(r) = B + / Tyjra(r — 1) [200(0)ép (r”)

v

— (Sb(l")Skl(l")} d’l)/ (7)

Avec £ le tenseur de Green modifié. Dans le présent cas,
il est adéquat de poser :

Su(r) = Ap’ol(r) + Apcoc(r) )
5b(r) = Ab O (r) + Ab°H°(r) )
Avec: AX* = X* — X" pour X = {u, b}

91(r)—{ 1 sireV; 92(r)—{ 1 sirels

0 sinon 0 sinon

0°(r) = 6%(r) — 0*(r) (10)

En combinant les équations (8), (9) et (10) I’équation (7)
devient :

éij(l') = EZOJ + / Fijk.l(r — I") [2 A,Ulékl(l")—

vr

AbISkl]d’Ul + / Fijkl(r — I") [2 A/},Cékl(l")

Ve

— AV Sy ()] v’ (11)

2.2 Solution du probléme

Pour bien évaluer le champ local, nous introduisons la
moyenne suivante :

1
&= —/ é;;(r) dv pour x = {I, ¢, 2}
Vi v,

et
Al = 2Ap" e — AbS]; pour x = {1, c}
Appliquons la moyenne sur I’inclusion enrobée :
& = By
1 1 /
+ 37 szkl(r_r’) Akl d'U dv
‘/2 V2 JUI

1
+*/ / Fijkl(l’—l") zldv’dv (12)
‘/2 V2 Ve

En introduisant les deux tenseurs suivants :

1
° = Liipi(r — 1) dv'dv 13
igkl ‘r2~/\/2~/V1 Jkl( ) ( )

1
;‘ = — Tiim(r —r’) dv'dv (14)
ikl ‘/—2/‘/2/‘/2 wkl( )

On peut simplifier I’écriture de I’équation (15) :

é?j = E?] + Iiin Ay + ik —

Il Ak (15)

avec
) Vi *

ijkl = Y, tijkl
J V, U
Or, la relation d’auto cohérence sur 1’inclusion et son en-
robage est donné par :
o Vig Ve

€, = €.+ —E€;
1) VV2 1] V2 1]

(16)
En substituant 1’équation (18) dans I’équation (19) nous
obtenons :

Vi

* . V.
A [Lijri — L2 AMI] éhyt

7 L
(17)

L)

1% V. :
+ T 7; ABSE + v, AU = EY.

2.3 Opérateur d’Interface

Le champ de contraintes dans la couche enrobée varie de
maniere complexe. De plus, il existe une discontinuité des
champs ¢ et € au passage d’une interface. Lorsque I’ épais-
seur de I’enrobage est faible, on peut admettre raisonna-
blement que les champs o ou (et) € sont uniformes se-
lon 1’épaisseur de la couche, si bien que 1’on peut relier
les vitesses de déformations de part et d’autre de I’inter-
face a partir d’une formulation simplifiée des équations
de champ [7, 18} 9].

la vitesse de déformation a travers 1’interface est donnée

Lijr — F?jkﬂ AMC] €1
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() = e (r7) + Pijra(m, L) ALY, et (17)

klmn®mn

+ Pyjra(n, L) [b°S5;, — b1 S5, (18)

avec
AL{;kl =2(p" — p) Liju

la moyenne de la vitesse de déformation dans 1’enrobage
donne :

1
6;:] = 6113 + |:V /V Pijkl(nvéc) dl’:| Anglj’mné{nn
1

+ {V/v Pijkl(n,LC)dr} (b°S¢, —b1SE)  (19)

posons
1
Ih, = - / Pyjua(m, L) dr
Jkl Vc v J =

ce qui donne finalement :

€ = [Lijr + T AL ) €

ij klmnl *mn

+ T (0S5 —b'SE)  (0)

I’équation (17) et I’équation (20) représentent un systeme
permettant de trouver g'I et €° en fonction de E Tlesta
noter que pour une inclusion sphérique, viscoélastique li-
néaire, isotrope et incompressible [10], on a :

N -1 030k
ijr = B0 [Iijkl -3

et

o1 syt
13

5 |:Iijkl i
ce qui donnera par la suite le systéme suivant :
Fr@ut +3uC) el + fo (2 + 3u0) &g, —
f1 AbT 81 — fo Abe S =50 EY,
(2u! +3pc) el + (b° S — b1 SL) =5 puc s,
On a les cas particuliers suivants :

o u¢ = pletn® = nl: Probléme de I'inclu-
sion viscoélastique dans une matrice viscoélas-
tique [LLO]

e 7° — oo et n — oo : Probléme de I’inclusion
élastique enrobée dans une matrice élastique [8, 9]

Pour ces cas particuliers, les résultats trouvés dans notre

formulation sont exactement les mémes que ceux trouvés
par les auteurs en question.

3 Conclusion

Une approche micro-mécanique simplifiée du probleme
de I’inclusion enrobée en comportement visco-élastique
a été élaborée. Cette approche est basée sur la technique
des fonctions de Green.

Les résultats de cette approche sont en parfaite adéqua-
tion a la fois avec les résultats obtenus pour le probleme
de I’inclusion enrobée dans une matrice en comportement
élastique, et avec le probleme de I’inclusion sans enro-
bage dans une matrice en comportement viscoélastique.
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