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Résumé :
L’étude de la stabilité des ondes interfaciales tridimen-
sionnelles en profondeurs infinies soumises à des per-
turbations sous-harmoniques infinitisimales a été entre-
prise. L’écoulement de base est généré par l’interaction
oblique de deux trains d’ondes de même caractéristiques.
Via la méthode des perturbations, une solution numé-
rique jusqu’à l’ordre 27 a été calculé. Puis l’étude de la
stabilité linéaire des ondes interfaciales soumises à des
perturbations tridimensionnelles a été étudié pour trois
configuarations : (a) ondes proches des ondes interfa-
ciales stationnaires, (b) ondes interfaciales pleinement
tridimensionnelles et (c) ondes proche des ondes inter-
faciales progressives. Cette étude révèle que l’instabilité
dominante appartient à la classe I et elle est de caractère
tridimensionnelle.
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1 Introduction
Les ondes internes se développent à l’interface de deux
fluides de densités différentes. Elles bénéficient indé-
niablement d’un regain d’intérêt depuis une vingtaine
d’années dans la communauté scientifique internatio-
nale. Ceci est directement lié aux limites qu’atteignent
actuellement les modèles océaniques. La compréhension
des ondes internes au niveau fondamental est passée
par une phase d’idéalisation où les formes bidimension-
nelles ont été considérées pendant longtemps comme
modèle de base pouvant décrire ces ondes. Cependant,
ceci n’est généralement pas le cas dans la réalité et
l’étude des champs de vagues tridimensionnelles est es-
sentielle pour une description plus réaliste. La forme la
plus simple de ces vagues est celle résultant de l’inter-
action de deux trains d’ondes de même caractéristiques.
Le champ d’onde ainsi obtenu est périodique suivant

deux directions distinctes du plan horizontal. Dans notre
cas, les ondes interfaciales tridimensionnelles sont ob-
tenues par la réflexion d’un train d’ondes interfaciales
sur une proi varticale. Le paramètre θ est l’angle entre
la direction de l’onde incidente et la normale au mur.
Si θ = 0, on obtient une onde interfaciale stationnaire.
Pour θ = π/2, il s’agit de la superposition de deux
trains d’ondes dans la même direction et on obtient une
onde interfaciale progressive. La méthode utilisée pour
résoudre le problème est celle des perturbations. En uti-
lisant le logiciel du calcul formel MAPLE, une solution
analytique d’ordre 4 a été calculée, puis une extension
numérique jusqu’a l’ordre 27 a été réalisée (voir [1]). Par
ailleurs, [2], [3] ont étudié la stabilté linéaire des ondes
interfaciales soumises à des perturbations superharmo-
niques infinitisimales. Ils ont montré que les instabiltés
superharmoniques s’identifient à des résonances harmo-
niques, comme les ondes de surface tridimensionnelles.
Les résultats obtenus mette en évidence un rapport des
densités au voisinage de 0.06 pour lequel le taux d’am-
plification est maximal. De plus une re-stabilisation est
observée pour un rapport des dnesités autour de 0.36.
Le but de ce travail est d’étendre l’étude de la stabilité
aux cas des perturbations sous-harmonique. Il s’agit en
particulier d’analyser l’influence de l’angle θ sur le taux
d’amplification.

2 Formulation du problème
On considère le problème de la propagation avec une
célérité constante d’ondes internes de gravités à courtes
crêtes à l’interface de deux fluides homogènes, de pro-
fondeurs finies, non-visqueux et incompressibles. Nous
désignons par ρ1 et d1 la densité et la profondeur de la
couche supérieure du fluide et par ρ2 et d2 celles de la
couche inférieure.
On définit un repère mobile <∗(O∗, x∗, y∗, z∗, t) dépla-
çant à la vitesse de l’onde de base. Les variables x∗, y∗
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et z∗ sont défini par :
x∗ = x− ct
y∗ = y

z∗ = z

(1)

où (x, y, z, t) sont les variables dans le repère fixe et
c est la vitesse de propagation de l’onde base. En en-
levant l’asterisk pour simplification, le système d’équa-
tions dans le repère <∗ est le suivant :

φixx + φiyy + φizz = 0 z ≥ η pour i = 1
et z ≤ η pour i = 2
ηt + φixηx + φiyηy − φiz = 0 (i = 1, 2) z = η

µ
[
φ1t + η + 1

2 (φ2
1x + φ2

1y + φ2
1z)− 1

2 (ω/m)2
]
−[

φ2t + η + 1
2 (φ2

2x + φ2
2y + φ2

2z)− 1
2 (ω/m)2

]
= 0

φ1z = 0 z −→∞ et φ2z = 0 z −→ −∞
(2)

avec m = sin θ, η est l’élévation de l’interface et
φi (i=1,2) représentent les potentiels des vitesses des
couches supérieure et inférieure respectivement.
L’étude de la stabilité linéaire consiste à superposer à
l’écoulement de base des perturbations instationnaires
periodiques d’amplitudes infinitésimales. On décompose
ainsi le mouvement comme la somme d’une solution
permanente et d’une perturbation :

η(x, y, t) = η(x, y) + η′(x, y, t)
φi(x, y, z, t) = φi(x, y, z) + φ′i(x, y, z, t)

(i = 1, 2)
(3)

où η(x, y) et φi(x, y, z) sont les solutions de formes
permanentes dans <∗ et η′(x, y, t) et φ′i(x, y, z, t) les
perturbations avec :

η′(x, y, t)� η(x, y) et φ′i(x, y, z, t)� φi(x, y, z)
(4)

En substituant les relations (3) dans le système d’équa-
tions (2) et en développant les potentiels des vitesses
φ1 et φ2 autour de z = η(x, y) ainsi que leurs dérivées
spatiales et temporelles, on obtient à l’ordre zéro les so-
lutions de l’écoulement de base exprimé dans le repère
mobile. Les détails de calculs sont donnés dans [1].
A l’ordre 1 on obtient le systḿe d’équations aux pertur-
bations :

φ′ixx + φ′iyy + φ′izz = 0 z ≥ η pour i = 1

et z ≤ η pour i = 2 (5)

φ′iz − (ηxφ
′
ix + η′xφix)− (ηyφ

′
iy + η′yφiy)

−η′(ηxφixz + ηyφiyz) + η′φzz − η′t = 0

(i = 1, 2) z = η(x, y) (6)

µ
[
η′ + φ′1t + φ1xφ

′
1x + φ1yφ

′
1y + φ1zφ

′
1z

η′
(
φ1xφ1xz + φ1yφ1yz + φ1zφ1zz

)]
−
[
η′ + φ′2t + φ2xφ

′
2x + φ2yφ

′
2y + φ2zφ

′
2z

+ η′
(
φ2xφ2xz + φ2yφ2yz + φ2zφ2zz

)]
= 0

z = η(x, y) (7)

φ′1z = 0 z −→∞ et φ′2z = 0 z −→ −∞ (8)

On cherche des solutions des équations de Laplace (5)
vérifiant les conditions aux limites (6), (7) et (8). On
choisit des solutions de la forme :

η′ = e−iσtei(px+qy)
J=∞∑
J=−∞

K=∞∑
K=−∞

aJKe
i(Jαx+Kβy)

φ′1 = e−iσtei(px+qy)
J=∞∑
J=−∞

K=∞∑
K=−∞

bJKe
i(Jαx+Kβy)e−γJKZ

φ′2 = e−iσtei(px+qy)
J=∞∑
J=−∞

K=∞∑
K=−∞

cJKe
i(Jαx+Kβy)eγJKZ

(9)
En portant les séries (9) et leurs dérivées spatiales et
temporelles, tronquées aux ordresM etN dans les équa-
tions aux perturbations (6) et (7), et en utilisant une
méthode numérique de type Galerkin, la résolution des
équations se réduit à celle d’un problème aux valeurs
propores généraliśe :

Au = iσBu (10)

où u = [aJK , bJK , cJK ]t est le vecteur propre corres-
pondant à la valeur propre σ. Les matrices complexes A
et B dépendent de l’onde de base et des nombres d’onde
p et q.
avec γJK =

[
(p+ Jα)2 + (q +Kβ)2

]1/2, α = sin θ et
β = cos θ.

3 Résultats et discusion :
Lorque la longueur d’onde de la perturbation dans la
direction (Ox) (respectivement (Oy)) est supérieure à
celle de l’onde de base dans la direction (Ox) (respec-
tivement (Oy)), l’instabilité est dite sous-harmonique
dans la direction (Ox) (respectivement (Oy)). La re-
cherche des zones instables est effectuée aux voisinages
des courbes de résonance linéaire (h = 0). Compte tenu
de la symétrie de ces courbes, nous avons limité notre
recherche des points instables dans les plans (P,Q) > 0.
Les figures 1(a)-(b) montrent les diagrammes de stabi-
lité de la classet I(b) pour θ = 80◦ et deux valeurs de
la cambrure, h = 0.1 et h = 0.2. Pour une cambrure
très faible, la zone instable se développe au voisinage
de la courbe de résonance linéaire h = 0. Au fur et a
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mesure que la cambrure augmente, les zones instables
augmentent aussi entrainant leur fusion.

Sur la (2 (a)) sont portées les évolutions du taux maxi-
mal des sous-classes I(a), I(b), II(a) et II(b) en fonction
de la cambrure pour un rapport des densités µ = 0.1.
L’instabilité modulationnelle de caractère tridimension-
nelle sous-harmonqiue de classe I(a) est dominante.
Dans la (2 (b)) nous avons reporté l’ensemble de nos
résultats relatifs à cet angle pour µ = 0.1 et θ = 40◦.
Pour cet angle l’instabilité dominante est de classe I(b)
pour cette une valeur de µ = 0.1. Cette instabilité est
de caractère tridimensionnelle et sous-harmonique dans
les deux directions (Ox) et (Oy).
Sur la figure (2 (c)), nous avons représenté les maxima
du taux d’amplification des classes I(a), I(b), II(a) et
II(b) pour µ = 0.1. L’analyse de ces résultats montre
que l’instabilité de classe I(a) est dominante et se pro-
duit pour q ≈ 0. Les instabilités de classe I(a) gé-
nèrent des modulations sous-harmoniques dans la di-

rection de (Ox) et quasi-superhamoniques dans celle de
(Oy) (p 6= 0 et q ≈ 0).
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Fig. 1 – Diagramme de stabilité dans le plan (p, q) de la classe I pour θ = 80◦ et µ = 0.1 : (a) h = 0.1, (b) h = 0.2.


